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1 Introduction
$p$ $P$ $p$- $P$ Burnside $P$-
$P$
$k$ $k$ Burnside $A(P, P)$
$P$ cohomology $A(P, P)$
(1) ( ) $P$ $BP$ $BP$ $BP$
( [3] ).
(2) $P$ fusion system $A(P, P)$ ([6]).
(3) $A(P, P)$ Out $(P)$ $kOut(P)$ $A(P, P)$ Out $(P)$
([1],[5]).
3
(3) (1) $A(P, P)$
cohomology $H^{*}(P, k)$ $H^{*}(P, k)$ $A(P, P)$-module
2 $A(P, P)$ 3 simple $A(P, P)$-module
Benson-Feshbach [1] 4 cohomology
5 $p=3$ 27 extraspecia13-
$p^{3}$ , exponent $p$ extraspecial $P$- $P$ $P$ Sylow coho-
mology ([4], [7], [8] ). $P$ stable
splitting cohomology [10] [10]
5 [10] $p=3$
2 Burnside $A(P, P)$
$p$ $P$ $k$ $p$ $(P, P)$- $X$
$x\in X,$ $u\in P,$ $u\neq 1$ $xu\neq x$
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$(P, P)$- [X] $(P, P)$-
$[X]+[Y]=[X\cup Y]$ (disjoint union)
$[X][Y]=[Y\cross PX]$
$A_{Z}(P, P)$ $Y\cross PX=Y\cross X/\sim,$ $(yu, x)\sim(y, ux)$ ,
$(y\in Y, x\in X, u\in P)$
$A(P, P)=k\otimes A_{Z}(P, P)$
$(P, P)$- $(u, v)x=uxv^{-1}$ (P $\cross$ P)
$(P\cross P)$-
$P\cross P/\triangle_{H,\varphi}$
$H\leq P,$ $\varphi:Harrow P$
$\Delta_{H,\varphi}=\{(x, \varphi(x))|x\in H\}$
$[H, \varphi]:=[P\cross P/\Delta_{H,\varphi}]$
$\{[H,$ $\varphi]|H\leq P,$ $\varphi$ : $Harrow P$ (up to P-conj.) $\}$
$A(P, P)$ $k$
3 Simple $A(P, P)$-modules
$H,$ $K,$ $K’\leq P$ , $\pi$ : $Harrow K,$ $\psi$ : $Karrow^{\sim}K’$
$\gamma(H, \pi, \psi):=\sum\pi c_{x^{-1}}\psi\in kOut(K)$
$c_{x^{-1}}$ $c_{x^{-1}}(u)=x^{-1}ux$




Theorem 3.1 $([1],[5],[9])$ . simple (left) $A(P, P)$ -module (up to iso. ), $K\leq P$
simple left $kOut(K)$-module $(K, S)$ $H,$ $\pi,$ $\psi$
$\gamma(H, \pi, \psi)S\neq 0$
$(K, S)$ $A(P, P)$ -module [1] $L(P, K, S)$ $K$ $L(P, K, S)$
vertex, $S$ $L(P, K, S)$ source $K$ $P$ $S$
simple $kOut(P)$-module $P$ id $\gamma$ ( $P$, id, id) $=1$
$\gamma$ ( $P$, id, id) $S\neq 0$ $L(P, P, S)$
$J= \sum_{\varphi(L)<P}k[L, \varphi]$
$($ $L\leq P$ $\varphi$ : $Larrow P,$ $\varphi(L)\neq P$ $)$ $J$ $A(P, P)$
$A(P, P)/J\simeq kOut(P)$
vertex $P$ simple module simple $A(P, P)/J$-module
$kOut(P)-$module
$L(P, P, S)=S$
4 Cohomology $H^{*}(P, k)$
$H^{*}(P, k)=\oplus H^{n}(P, k)=\oplus Ext_{kP}^{n}(k, k)$ cohomology $H^{*}(P, k)$ $A(P, P)$
$\zeta\in H^{*}(P, k),$ $P\supseteq Harrow^{\varphi}P$ ,
$\zeta\cdot[H, \varphi]=Tr_{H}^{P}\varphi^{*}(\zeta)$
$H^{*}(P, k)arrow^{\varphi^{*}}H^{*}(H, k)arrow^{T\mathfrak{k}}H^{*}(P, k)$
$H^{*}(P, k)$ right $A(P, P)$-module
$H^{n}(P, k)$ $A(P, P)$-module composition
factor simple module $H^{*}(P, k)$
([3] ), $n$
$()^{*}=Hom_{k}(-, k)$ k-dual $L(P, K, S)^{*}$ simple right $A(P, P)-$module
Lemma 4.1. $(K, S)$ simple $A(P, P)$-module $L(P, K, S)$ vertex source (
Theorem 3.1 ). simple $A(K, K)$-module $L(K, K, S)^{*}$
$H^{n}(K, k)$ composition factor $L(P, K, S)^{*}$ $H^{n}(P, k)$ composition
factor
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Lemma simple $kOut(P)$-module $S$ $L(P, P, S)^{*}$
$H^{n}(P, k)$ $L(P, P, S)^{*}$ $H^{n}(P, k)$
composition factor
Lemma 4.2. $H^{n}(P, k)$ subspace $H^{n}(P, k)\supset M\supset N$
(a) $M,$ $N$ $kOut$ (P)-submodule.
(b) $kOut(P)$-module $M/N\simeq S^{*}$ .
(c) $H\leq P,$ $\varphi$ : $Harrow P,$ $\varphi(H)<P\Rightarrow$ Tr$PH\varphi^{*}(M)\subseteq N$ .
$M,$ $N$ $A(P, P)$ -submodule $M/N\simeq L(P, P, S)^{*}$
5 Extraspecia13-group
$p=3$ 27 extraspecia13-group Lemma 4.2
$P=\langle a,$ $b,$ $c|a^{3}=b^{3}=c^{3}=1,$ $[a, b]=c,$ $[a, c]=[b, c]=1\rangle$
Proposition 5.1 ([2]). simple left $A(P, P)$ -modules
Out $(\langle a\rangle)=F_{3}^{\cross}=\{\pm 1\},$ $\chi_{i}$ :Out $(Q)arrow F_{p}^{\cross}$ $\chi 0$ $\chi_{1}$
$G=$ Out $(P)=GL_{2}$ (F3)
$B=(_{0}^{*}$ $**)$
$K=\langle a,$ $c\rangle$ Out$(K)=GL$2 $(F_{3})$ simple projective module 2
$\rho$
$\rho:Barrow F_{3}^{\cross}$
$(\begin{array}{ll}s t0 v\end{array})\mapsto 1,$ $s^{2}v$ .
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$P$ $Q<P$ simple $A(Q, Q)$ -module $H^{*}(Q, k)$
composition factor $K=P$ simple $kG$-module
$S$ simple $A(P, P)$ -module $L(P, P, S)^{*}$
simple $kG$-module $k[x, y]$ $k$
$g=(\begin{array}{ll}s tu v\end{array})\in G$
$g\cdot(x, y)=(x, y)(\begin{array}{ll}s tu v\end{array})$
$k[x, y]$ 1, 2 $V_{1}=kx+ky,$ $V_{2}=kx^{2}+kxy+ky^{2}$
$det:Garrow k^{\cross}$
simple kG-modules
$k,$ $V_{1},$ $V_{2},$ $det,$ $V_{1}\otimes det,$ $V_{2}\otimes det$ .
$H^{*}(P, k)$ ([4]) $\alpha_{1},$ $\beta_{1}\in H^{1}(P, k)=Hom(P, k)$
$\alpha_{1}(a)=1,$ $\alpha_{1}(b)=0$
$\beta_{1}(a)=0,$ $\beta_{1}(b)=1$
Bockstein $\alpha,$ $\beta\in H^{2}(P, k)$
$\alpha,$ $\beta\in{\rm Im}(Inf:H^{2}(P/\langle c\}, k)arrow H^{2}(P, k))$
$\alpha^{3}\beta-\alpha\beta^{3}=0$ $\nu\in H^{6}(P, k)$
$G=$ Out $(P)$
$(\begin{array}{l}\alpha\beta\end{array})\cdot g=(\begin{array}{ll}s tu v\end{array})(\begin{array}{l}\alpha\beta\end{array})$
$\nu\cdot g=(\det g)\nu$
cohomology $H^{*}(P, k)$ $\alpha,$ $\beta,$ $\nu$
$k[\alpha, \beta, \nu]$
$M_{n}=\{f(\alpha,$ $\beta)|f\in k[x,$ $y]$ : homog. $\deg n\}$
$M_{1}=k\alpha+k\beta,$ $M_{2}=k\alpha^{2}+k\alpha\beta+k\beta^{2}$
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Remark 5.2. (1) $kG$-module $M_{1}\simeq V_{1}^{*}$ $A(P, P)$-module
$M_{1}$ $L(P, P, V_{1})$ $Q=\langle a\},$ $\varphi$ : $Parrow Q\leq P$
$\alpha[P, \varphi]=\alpha$
$M_{1}$ $A(P, P)/J$-module
$M_{1}\simeq L(P,$ $(a\}, \chi_{1})^{*}$
(2) $kG$-module $M_{2}\simeq V_{2}^{*}$ $M_{2}$ $H^{4}(P, k)$ $A(P, P)$-submodule
$E=\langle a,$ $c\rangle,$ $\mu\in H^{4}(E, k)$ $Tr_{E}^{P}(\mu)\not\in M_{2}$
$M_{2}+kTr_{E}^{P}(\mu)\simeq L(P, \langle a\rangle, \chi_{0})^{*}$
Proposition 5.3. $H^{n}(P, k)\supset M\supset N$ Lemma 4.2
$M,$ $N$ $A(P, P)$-submodule $M/N$ simple $kOut(P)$-module $S$
$L(P, P, S)^{*}$
$n=14$
$\nu M_{4}\subset\nu^{2}M_{1}+\nu M_{4}\subset H^{14}(P, k)$
$A(P, P)$-submodule
$(\nu^{2}M_{1}+\nu M_{4})J\subset\nu M_{4}$
$M_{1}$ $res_{(a\rangle}^{P}\nu^{2}M_{1}=0$ Remark 5.2
$p=3$ $(\det)^{2}=1$ $kOut(P)$-module
$(\nu^{2}M_{1}+\nu M_{4})/\nu M_{4}\simeq M_{1}\simeq V_{1}^{*}$
$A(P, P)$ -module
$(\nu^{2}M_{1}+\nu M_{4})/\nu M_{4}\simeq L(P, P, V_{1})^{*}$
vertex $P$ simple $A(P, P)$-module $n\leq 16$
$H^{n}(P, k)$ composition factor
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